
1. Dans le plan, on donne deux points A et H , et un 
er
le � passant par A.Comment trouver B et C sur � tels que H soit l'ortho
entre de ABC ?Solution.Rappelons d'abord un r�esultat 
lassique : les sym�etriques de l'ortho
entre d'un triangle par rapportaux 
ôt�es appartiennent au 
er
le 
ir
ons
rit �a 
e triangle.Premier 
as. A = H .Dans 
e 
as, l'exer
i
e revient �a trouver B et C, points de �, pour lesquels ABC est un trianglere
tangle en A : il en est ainsi si et seulement si B et C sont deux points de � (distin
ts de A)diam�etralement oppos�es.Se
ond 
as. A 6= H .Soit D le point tel que l'interse
tion de � et de (AH) soit �egale �a fA;Dg, et soit � la droite passantpar le milieu de [HD℄ et orthogonale �a (AH) (si H 6= D, � est la m�ediatri
e de [HD℄).D'apr�es le rappel, pour que deux points B et C 
onviennent, il faut et il suÆt que la droite (BC)
o��n
ide ave
 �.Cela permet de 
on
lure : si � 
oupe � en deux points distin
ts B et C, alors ABC admet H pourortho
entre ; sinon, le probl�eme n'a pas de solution.Remarque. Une variante de 
ette solution 
onsiste, lorsque A 6= H , �a 
onsid�erer le 
er
le �0 imagede � par la translation de ve
teur ��!AH . Si B et C 
onviennent, ils sont dans �\�0, et r�e
iproquement.
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2. Soit ABC un triangle. On 
onsid�ere trois points A0, B0, C 0 tels que les triangles BCA0, CAB0,ABC 0 soient iso
�eles en A0, B0, C 0, deux �a deux semblables, et ext�erieurs �a ABC.Montrer que les droites (AA0), (BB0) et (CC 0) sont 
on
ourantes.Solution. Soient �, �, 
 les angles du triangle ABC. On pose� =\CBA0 =\BCA0 =\CAB0 =\ACB0 =\ABC 0 =\BAC 0:Notons P , Q, R les points d'interse
tion des droites (AA0), (BB0), (CC 0) ave
 (BC), (CA), (AB)respe
tivement.� Supposons pour 
ommen
er que P , Q, R appartiennent respe
tivement �a ℄BC[, ℄CA[, ℄AB[.En vue d'appliquer le th�eor�eme de Ceva, nous allons 
al
uler PBPC QCQA RARB .Ave
 la relation des sinus dans les triangles ABP et ACP , on obtientPBPC = PBPA PAPC = sin\BAPsin� sin 
sin[CAPAve
 la relation des sinus dans les triangles ABA0 et ACA0, on obtient1 = A0BA0C = A0BAA0 AA0A0C = sin\BAPsin(� + �) sin(
 + �)sin[CAP :don
 sin\BAPsinCAP = sin(� + �)sin(
 + �) :Finalement PBPC = sin\BAPsin[CAP sin 
sin� = sin(� + �)sin(
 + �) sin 
sin� :On obtient des expressions analogues pour QCQA et RARB , et on v�eri�e quePBPC QCQA RARB = 1:Le th�eor�eme de Ceva permet alors de 
on
lure que (AP ), (BQ), (CR) sont 
on
ourantes, 
e qui signi�eque (AA0), (BB0), (CC 0) sont 
on
ourantes.� Si P , Q, R sont ext�erieurs aux 
ôt�es, un 
al
ul analogue aboutit ; on peut aussi appliquer le th�eor�emede Ceva sous forme alg�ebrique.� En�n si l'un des trois points P , Q, R est 
onfondu ave
 un des sommets A, B, C, le r�esultat estimm�ediat.
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3. Soient � et �0 deux 
er
les tangents en O. �A tout point M , distin
t de O, de �, on asso
ie le pointM 0 de �0 tel que OM et OM 0 soient orthogonaux, et on note H le projet�e orthogonal de O sur MM 0.D�eterminer l'ensemble des points H quand M varie.Solution.� Premier 
as. Les 
er
les sont tangents ext�erieurement et leurs rayons sont di��erents.Soit S le 
entre de l'homoth�etie h de rapport R0=R qui transforme � en �0 : S est aussi le pointd'interse
tion des tangentes � et �0 
ommunes �a � et �0 et ne passant pas par O.Soit M un point de � distin
t de O, et soit M 0 dans �0 tel que OM et OM 0 soient orthogonaux. SoitA le point de � diam�etralement oppos�e �a O et soit B le point de �0 diam�etralement oppos�e �a O.Les triangles AMO et OM 0B sont re
tangles 
ar [AO℄ et [OB℄ sont des diam�etres de � et �0respe
tivement.Comme \MOM 0 est un angle droit, on 
onstate que (AM) est parall�ele �a (OM 0) et (MO) est parall�ele�a (M 0B). On en d�eduit que l'homoth�etie h envoie le triangle AMO sur le triangle OM 0B.Par 
ons�equent, S, M , M 0 sont align�es.Le point H est don
 le projet�e orthogonal de O sur SM ; autrement dit, SHO est un triangle re
tangleen H et don
 H appartient au 
er
le de diam�etre [SO℄.De plus, H n'est pas un point quel
onque de 
er
le : il est n�e
essaire que H appartienne �a l'ar
 de 
e
er
le limit�e par ses points d'interse
tion ave
 les tangentes � et �0.R�e
iproquement, si H un point de 
et ar
 de 
er
le, alors la droite SH 
oupe � en deux points(distin
ts ou 
onfondus) M et P : alors H est le projet�e de O sur MM 0 (ou sur PP 0).� Deuxi�eme 
as. Les 
er
les sont tangents ext�erieurement et leurs rayons sont �egaux.Soit t la translation qui transforme � en �0. En raisonnant 
omme 
i-dessus, on 
onstate que ttransforme AMO en OM 0B.Il s'ensuit que (MM 0) est parall�ele �a l'axe des 
entres, et on en d�eduit que H appartient �a la tangente
ommune �a � et �0 passant par O.Raisonnant 
omme dans le premier 
as, on 
on
lut que le lieu demand�e est le segment in
lus dans latangente 
ommune passant par O et limit�e par ses points d'interse
tion ave
 � et �0.� Troisi�eme 
as. Les 
er
les sont tangents int�erieurement.La m�ethode du premier 
as s'adapte : on 
onsid�ere le 
entre S de l'homoth�etie de rapport �R0=R quitransforme � en �0 (on ne peut plus obtenir S 
omme point d'interse
tion de tangentes 
ommunes �a� et �0 mais 
ela n'a pas d'importan
e). En raisonnant 
omme dans le premier 
as, on obtient que Hd�e
rit le 
er
le de diam�etre [SO℄ ; dans le 
as pr�esent, il le d�e
rit dans sa totalit�e par
e que, S �etantint�erieur �a �, toute droite passant par S 
oupe �.On peut remarquer au passage que 
e troisi�eme 
as s'applique en
ore si � = �0, auquel 
as S = O etle lieu est fOg.
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4. Soit � un 
er
le �xe de rayon R. On 
onsid�ere un triangle variable ABC ins
rit dans �, v�eri�antAB = AC, et on note h sa hauteur issue de A.Quelle est la valeur maximale de h+BC ?Solution.Notons � l'angle\BAC ; il est 
ompris entre 0 et �.On a BC = 2R sin�.D'autre part, soit O le 
entre du 
er
le et I le milieu de BC. Comme\BOC = 2�, on a[BOI = �.Ave
 �!AI = �!AO +�!OI , on obtient alors h = R +R 
os�.Finalement h+BC = Rf(�) o�u f(�) = 1 + 2 sin�+ 
os�.On a f 0(�) = 2 
os�� sin�. L'�etude du signe de f 0(�) montre que f est maximale pour la valeur �0telle que tan�0 = 2, 
e qui donne 
os�0 = 1p5 et sin�0 = 2p5 et �nalement f(�0) = 1 +p5.(Remarque : de fa�
on g�en�erale, il est 
onnu que le maximum de x 7! a 
osx+ b sinx est pa2 + b2.)On 
on
lut que la valeur maximale de h+BC est R(1 +p5).
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5. Soit ABC un triangle. On suppose que D, E, F sont trois points sur les 
ôt�es BC, CA, ABrespe
tivement tels que les rayons des 
er
les ins
rits dans les triangles AEF , BFD, CDE aient unevaleur 
ommune r1.On note r le rayon du 
er
le ins
rit dans ABC et r2 le rayon du 
er
le ins
rit dans DEF .Montrer r1 + r2 = r.Solution.Soient I , J , K, L les 
entres des 
er
les ins
rits dans les triangles ABC, AEF , BFD, CDE.� Premi�ere �etape : les triangles JKL et ABC sont homoth�etiques.Comme K et L sont �a la distan
e r1 de BC, les droites (KL) et (BC) sont parall�eles ; on a de même(JK) et (JL) parall�eles �a (AB) et (AC) respe
tivement. On en d�eduit que les triangles JKL et ABCsont homoth�etiques. Le 
entre d'homoth�etie est I , puisque les droites (AJ), (BK), (CL) sont lesbisse
tri
es de ABC.� Deuxi�eme �etape : les triangles DEF et JKL ont même p�erim�etre.Soit Q le point de 
onta
t de DF ave
 le 
er
le ins
rit dans BDF et soit R le point de 
onta
t de DEave
 le 
er
le ins
rit dans CDE. Soient K 0 et L0 les projet�es de K et L sur BC. On a DQ = DK 0 etDR = DL0, don
 KL = K 0L0 = K 0D +DL0 = DQ+DR:De même, JK = FQ+FP o�u P est le point de 
onta
t de EF ave
 le 
er
le ins
rit dans AEF . En�nJL = EP +ER. En sommant,IJ + JK +KL = DE +EF + FD:� Troisi�eme �etape : les triangles DEF et JKL ont même aire.Notant SXY Z l'aire d'un triangle XY Z, on aSABC � SDEF = SAEF + SBFD + SCDE= AE +EF + FA2 r1 + BD +DF + FB2 r1 + AE +EF + FA2 r1= r12 (AB +BC + CA+DE +EF + FD):D'autre part, en 
onsid�erant les trap�ezes AJKB, BKLC et AJLC, on obtientSABC � SJKL = r12 (AB +BC + CA+ JK +KL+ LJ)r1:Ave
 la deuxi�eme �etape, on 
onstate que SABC � SDEF = SABC � SJKL, et don
SDEF = SJKL:� Quatri�eme �etape : les rayons des 
er
les ins
rits dans DEF et JKL sont �egaux.Le rayon du 
er
le ins
rit dans un triangle est le quotient de son aire et de son demi-p�erim�etre : ilsuÆt alors d'utiliser les deux �etapes pr�e
�edentes.� Con
lusion.La distan
e de I �a BC vaut r. D'autre part, 
ette distan
e est la somme de la distan
e de I �a KL etde la distan
e entre KL et BC ; la premi�ere distan
e est �egale au rayon du 
er
le ins
rit dans JKL,don
, d'apr�es la quatri�eme �etape, au rayon r2 du 
er
le ins
rit dans DEF ; la se
onde distan
e vautr1. Finalement r = r1 + r2:
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6. Dans le plan, on 
onsid�ere quatre droites, deux �a deux non parall�eles, trois �a trois non 
on
ourantes.Montrer que les 
er
les 
ir
ons
rits aux quatre triangles form�es par trois de 
es droites 
on
ourent enun point P , et que les 
entres des quatre 
er
les 
ir
ons
rits sont sur un même 
er
le passant par P .Solution.� Les 
er
les sont 
on
ourants.On note �1, �2, �3, �4 les quatre droites, Aij le point d'interse
tion de �i et �j .On note �1 le 
er
le 
ir
ons
rit au triangle A23A34A24 et O1 son 
entre ; le 
er
le �i est d�e�ni de fa�
onanalogue et Oi est son 
entre.Soit S le se
ond point d'interse
tion de �1 et �2.Premi�ere m�ethode : 
hasse aux angles.Montrons que S appartient �a �3. Notant (D;D0) l'angle orient�e de deux droites D et D0, on a(PA14; PA24) = (PA14; PA34) + (PA34; PA24)= (A13A14; A13A34) + (A23A34; A23A24)= (�1;�3) + (�3;�2)= (�1;�2)= (A12A14; A12A24);don
 PA12A14A24 est un quadrilat�ere ins
riptible, 
e qui signi�e que P appartient �a �3. De même, Pappartient �a �4.Deuxi�eme m�ethode : th�eor�eme de Simson.D'apr�es le th�eor�eme de la droite de Simson, les projet�es de P sur les droites �2, �3, �4 sont align�es 
arP appartient �a �1 ; de même, les projet�es de P sur les droites �1, �3, �4 sont align�es 
ar P appartient�a �2. On en d�eduit que les quatre projet�es de P sur les droites �1, �2, �3, �4 sont align�es. Ave
 lesr�e
iproque du th�eor�eme de Simson, l'alignement des projet�es de P sur les droites �1, �2, �4 montreque P appartient �a �3 ; de même P appartient �a �4.Troisi�eme m�ethode : similitudes.On montre que le 
entre de la similitude dire
te qui envoie A13 et A14 sur A23 et A24 (qui est aussile 
entre de la similitude qui envoie A13 et A23 sur A14 et A24) appartient aux quatre 
er
les �i.Les d�etails sont laiss�es au le
teur (
'est dans le domaine des 
onnaissan
es 
lassiques sur le 
entre desimilitude).� Les 
entres sont sur un même 
er
le passant par P .Premi�ere m�ethode : 
hasse aux angles.Comme �2 \ �3 = fP;A14g, la droite (O2O3) est la m�ediatri
e de [PA14℄. De même, (O1O3)est m�ediatri
e de [PA24℄. On en d�eduit (O2O3; PA14) = (O1O3; PA24) (angles droits), puis(O2O3; O1O3) = (PA14; PA24). On a vu (PA14; PA24) = (�1;�2) (dans la premi�ere 
hasse auxangles 
i-dessus), don
 (O2O3; O1O3) = (�1;�2) ; de même (O2O4; O1O4) = (�1;�2). Finalement(O2O3; O1O3) = (O2O4; O1O4) et O1, O2, O3, O4 sont 
o
yliques.On laisse au le
teur le soin de justi�er (PO2; PO1) = (�1;�2), 
e qui entrâ�ne que P appartient au
er
le passant par O1, O2, O3, O4.Se
onde m�ethode : droite de Simson.Utilisant que (O2O3) est la m�ediatri
e de [PA14℄, on voit que le sym�etrique de P par rapport �a (O2O3)est A14. De même, les sym�etriques de P par rapport �a (O1O3) et (O1O2) sont A24 et A34. Finalement,les sym�etriques de P par rapport aux 
ôt�es du triangle O1O2O3 sont align�es sur la droite �4 ; il enest de même (par homoth�etie de 
entre P de rapport 1=2) des projet�es sur les 
ôt�es. Cela impliqueque P appartient au 
er
le 
ir
ons
rit de O1O2O3.De même, P appartient au 
er
le 
ir
ons
rit de O1O2O4, qui 
o��n
ide ave
 le pr�e
�edent 
ar ils onttrois points 
ommuns P , O1, O2.Finalement, 
e 
er
le 
ontient les 
inq points P , O1, O2, O3, O3, O4.
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